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o Teilwise motiviert von einer Arbeit von Rigau / Feixas / Sbert
(2008)

@ Programmierung von Dr. Sebastian Boldt
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Die erste Versuch den Begriff der Asthetik fiir Bilder zu
formalisieren stammt vom amerikanischen Mathematiker George
David Birkhoff aus dem Jahre 1933:

Das @asthetische MaBB M eines Bildes ist als eine Funktion
(O, C) der Ordnung O des Bildes und der Komplexitat C
des Bildes gegeben:

M = £(0, C).

Der Begriff Ordnung ist hier als MaBB der Geordnetheit oder als
Mal dafiir, wie gut sich das Bild in Komponenten zerlegen
lasst zu verstehen. Diese Definition macht fiir beliebige Objekte

Sinn.
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Wie kénnen wir diese Daten nun konkret bestimmen?

Um die funktionale Abhangigkeit dieser GréBen vom gegebenen
Bild B zu verdeutlichen, schreiben wir auch

M=M(B), O=0(B), C=C(B).
Zunichst zur funktionellen Abhangigkeit (O, C): Wir schlagen
f(0,C):=0-C

vor, also
M=0-C.

Diese Definition gewahrleistet, dass bei zwei Bildern der gleichen
Komplexitat das Bild mit groBerer Ordnung als dsthetischer
bewertet wird. Analog gewinnt bei gleicher Ordnung die groBere
Komplexitat: Das Bild ist dann sozusagen weniger langweilig.
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Eine sinnvolle Wahl der Funktion (O, C) hangt vom Kontext
der Betrachtung ab. Wir stellen uns einen Museums- oder Galle-
riebesuch vor, so dass ein gewisser Unterhaltungseffekt bei der
Betrachtung eine Rolle spielen sollte. Birkhoff selbst schlagt
O/C statt O - C vor...

Um mathematische Definitionen der GréBen O(B) und C(B)
angeben zu kdénnen, werden wir nun einen kleinen Ausflug in die
Stochastik bzw. Informationstheorie wagen:
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o Eine Zufallsvariable X mit Werten in der endlichen Menge
{x1,...,xm} ordnet per Definition jedem Zufallsexperiment
genau einen der Werte xy, ..., Xm zU.

@ Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X den Wert x; annimmt
wird mit P(X = x;) bezeichnet. Dies ist eine Zahl, die jeden
Wert zwischen 0 und 1 annehmen kann.

@ Sind all diese Wahrscheinlichkeiten gleich, also
P(X = xj) = P(X = x;) fur alle i,j = 1,..., m, so nennt man
X gleichmaBig verteilt.

@ In der Praxis bekommt man diese Werte durch abzahlen....
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Beispiel 1: Ist X das Wiirfeln mit einem normalen Wiirfel, so
nimmt X Werte in {1,2,3,4,5,6} an, und es gilt P(X =/) =1/6
furalle i =1,...,6, d.h. X ist gleichmaBig verteilt.

Beispiel 2: Sei X das Wiirfeln mit einem Gaunerwiirfel, welcher
drei Flachen mit der Augenzahl 6, sowie jeweils eine Flache mit der
Augenzahl 1, 2, 3 hat. Dann nimmt X Werte in {1,2,3,6} an, und
es gilt

Anzahl der Flachen mit Augenzahl6 3 1
P(X =6)= - _z
( ) Anzahl aller Fliachen 6 2

und fir i =1,2,3,

_ Anzahl der Flachen mit Augenzahl /1

P(X = i
(X=1 Anzahl aller Flachen 6
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Ist X eine Zufallsvariable mit Werten in {x1,...,xmn}, so definiert
man die Entropie H(X) von X als

m
= — Y P(X = x;) log P(X = x;).
i=1
Es gilt H(X) = 0 und
e H(X) wird maximal genau dann, wenn X gleichméaBig verteilt
ist.
e H(X) wird minimal genau dann wenn, X deterministisch ist
(also nicht vom Zufall abhéngt).

In diesem Sinne ist die Entropie ein MaB fir die Unordnung
von X.
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Ist Y eine weitere Zufallsvariable die nur endlich viele Werte
{v1,...,yn} annimmt, so heiBt die Zahl

HXIY) ==Y Y P(X =x,Y = ) log P(X = x]Y = y)
i=1j=1

die durch Y bedingte Entropie von X. Es gilt stets
0 < H(X|Y) < H(X) und
e H(X]Y) wird maximal, wenn X und Y unabhingig sind.

e H(X]|Y) wird minimal, wenn X vollstandig durch Y bestimmt
ist.

In diesem Sinne misst H(X|Y') die Unsicherheit von X, falls Y
kennen.
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Die Zahl
I(X,Y):=H(X)—-HX|Y)=0
heiBt die Transinformation von X und Y.

Es gilt I(Y,X) = I(X,Y) und es gilt /(X,Y) =0 genau dann,
wenn X und Y unabhangig sind.

In diesem Sinne misst /(X, Y), wieviel wir iber X sagen kénnen,
wenn wir Y kennen (und umgekehrt).
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Wir stellen Bilder als Matrizen von Pixeln dar. Jedes Pixel kann
einen der Farbténe {0,1,..., m} annehmen.

Um eine Definition fiir die Ordnung eines Bildes B zu erhalten,
haben wir einen Algorithmus entwickelt, der B sukzessive immer
weiter aufteilt, mit dem Ziel B in seine
'Farbzusammenhangskomponenten’ aufzuteilen. Je aufwendiger
dieses Verfahren ist, desto unordentlicher soll das Bild per
Definitionem sein.
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Vorbereitung: Fiir ein Bild B definiere eine Zufallsvariable Xg mit

Anzahl der Pixel in B mit Farbton f;
P(Xg = f) = =0,...,m.
(X = 1)) Anzahl aller Pixel in B p e

Ist Z eine Zerlegung von B in n disjunkte Teilbilder By, ..., B,
von B, so sei die Zufallsvariable Y4 definiert durch

_ Anzahl aller Pixel in Bj
~ Anzahl aller Pixel in B’

P(Yy = B)) j=1,...,n
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Der Algorithmus [duft nun wie folgt ab:

@ Im ersten Schritt erzeugen wir zwei Teilbilder By und B, von
B, indem wir eine Zerlegung von B in zwei disjunkte Teilbilder
B1, B> von B so wahlen, dass fiir die induzierte Zerlegung &
von B die Information /(Xg, Y#) maximal wird.

@ Im zweiten Schritt wiederholen wir die Prozedur mit B statt
B und mit B, statt B und bekommen zwei Teilbilder von B,
sowie zwei Teilbilder von By, also vier Teilbilder von B.

@ Im n-ten Schritt haben wir somit eine Zerlegung Z, von B in
2" Teilbilder von B produziert.

@ Wir brechen ab, wenn der Informationszuwachs vom n-ten
zum (n + 1)-ten Schritt unter einem fixierten Wert liegt:

I(Xg, Y#,,,)/1(XB, Yz,) <14¢€ mite> 0 sehr klein.

Sei ng genau diese Anzahl von Schritten.
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Die Ordnung eines Bildes B definieren wir als die Zahl

O(B) := I(Xg, Y, )/H(Xg).

Diese Definition ist durch folgende beiden Tatsachen begriindet:
@ Es gilt 0 < O(B) < 1, die Ordnung ist also normiert.

e O(B1) > O(By) bedeutet gerade, dass sich das Bild B; mit
weniger Aufwand als das Bild By in seine
Farbzusammenhangskomponenten zerlegen lasst und in
diesem Sinne eine hohere Ordnung hat.
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Betrachten wir das Bild Rechteck:

Prof. Dr. Batu Giineysu Mathematik der Asthetik



Der erste Schritt des Algorithmus liefert folgende Unterteilung:
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Der zweite Schritt des Algorithmus liefert folgende Unterteilung:
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Der dritte Schritt des Algorithmus liefert folgende Unterteilung:

Und so weiter.....
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Unser Algorithmus benétigt insgesamt 7 Schritte und liefert eine
Ordnung von O(Rechteck) = 0,9999:
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Betrachten wir das Bild Skull von J.-M. Basquiat (1981):
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Unser Algorithmus benétigt 12 Schritte und liefert eine Ordnung
von O(Skull) = 0, 4560:

by

\,\?/?\
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Kommen wir nun zur Komplexitat. Der folgende abstrakte
Komplexitatsbegriff stammt vom russischen Mathematiker Andrey
Kolmogorov aus dem Jahre 1963:

Die Kolmogorov-Komplexitat des Worts w = wy, ..., ws mit
Buchstaben w; aus dem Alphabet {0,1,2,..., m} ist definiert
als die Lange des kiirzesten Programms, das w beschreiben
kann.
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Beispiel zur lllustration der Definition: Das Wort
w =0,0,3,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
mit Buchstaben aus {0, 1,2, 3,4} kann mit dem Programm
Schreibe '0,0, 3, 4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0’
beschrieben werden, oder mit dem kiirzeren Programm
Schreibe '0,0, 3,4’ dann 24 mal ', 0’

beschrieben werden. Aber leider kann man Folgendes beweisen:

Es gibt keinen Algorithmus, der die Kolmogorov Komplexitat
ausrechnen kann.
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Wir suchen stattdessen einen (verlustfreien)
Kompressionsalgorithmus, der die Kolomogorov-Komplexitat
approximiert: LZW-Algorithmus, 1978/1983:

(b)
Abbildung: (a) Jacob Ziv, Abraham Lempel (b) Terry Welch

Der Algorithmus bekommt ein Wort w = (wy, - -+ , ws) mit
Buchstaben aus dem Alphabet {0,..., m} als Eingabe und erzeugt
ein kiirzeres Wort w als Ausgabe:
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Setze das Worterbuch zu {(0) < 0,(1) & 1,...,(m) < m};
hier steht jeweils links das Wort und rechts das zugehorige
Codewort;

setzte das Hilfswort zu w;
setze das virtuelle Alphabet zu {0,1,..., m};

setze das Ausgabewort als ();

solange das Hilfswort nicht leer ist:

e suche im Hilfswort von links nach rechts das langste Teilwort
(wi,...,wy), das im Wérterbuch steht;

o erweitere das Ausgabewort nach rechts mit dem (wy, ..., wy)
zugeordneten Code;

o erweitere das Worterbuch mit dem Wort (wi, ..., wgi1) mit
zugehorigem Code gegeben als das kleinste n > m, das noch
nicht im virtuellen Alphabet ist;

e erweitere das virtuelle Alphabet mit n;

o kiirze im Hilfswort (w1, ..., wy) von links;

Das komprimierte Wort w ist dann gerade das finale Ausgabewort.
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Beispiel:

Alphabet: {0,...,
= (]'7 27 47 17 27 77 07 17 27 77 172)

Worterbuch: {(0)

7}

- 0,(1)e1,...
Hilfswort: (1,2,4,1,2,7,0,1,2,7,1,2)
Virtuelles Alphabet: {0,...,7}

(7) = 7}

Hilfswort langstes Teilwort im Erweiterung des Ausgabe- Erweiterung des
Woérterbuch worts um... Woérterbuchs um...

(1,2,4,1,2,7,0,1,2,7,1,2) (1) 1 (1,2) < 8

(2,4,1,2,7,0,1,2,7,1,2) (2) 2 (24) &9

(41,2,7,01,2,7,1,2) @ 7 (41) < 10

(1,2,7,0,1,2,7,1,2) (1,2) 8 (1,2,7) & 11

(0,1,2,7,1,2) (0) 0 (0,1) & 12

(12,7,12) (12,7) 11 (1271 < 13

(12) (1.2) 8 -

Also wird das Wort w = (1,2,4,1,2,7,0,1,2,7,1,2) komprimiert
zum kirzeren Wort w = (1,2,4,8,0,11,8).
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Es macht keinerlei Probleme den LZW-Algorithmus zeilenweise auf
Matrizen statt auf Worter (= Vektoren) anzuwenden. Dies fiihrt
zu:

Die Komplexitat eines Bildes B definieren wir als die Kom-
pressionsrate

GréBe von B in Bytes

C(B):

~ GroBe von B in Bytes

@ Es gilt wieder die Normierung 0 < C(B) < 1.

e C(B1) > C(By) bedeutet gerade, dass sich B; schlechter als
B> komprimieren lasst und in diesem Sinne komplexer ist.
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Fiir das Bild Skull erhalten wir eine Komplexitat von
C(Skull) = 0,1601 und somit das asthetische MaB zu

M(Skull) = O(Skull) - C(Skull)
= 0,4560 - 0,1601 = 0, 0730.

Fir das Bild Rechteck erhalten wir eine Komplexitat von
C(Rechteck) = 0,0602 und somit das asthetische MaB zu

M(Rechteck) = O(Rechteck) - C(Rechteck)
=0,9999 - 0,0602 = 0,0601.
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Zusammenfassung:

@ Wir haben das asthetische MaB M(B) eins Bildes B definiert
als das Produkt O(B) - C(B), mit O(B) der Ordnung und
C(B) der Komplexitat.

@ Die Ordnung ermitteln wir, indem wir algorithmisch das Bild
in seine Farbzusammenhangskomponenten zerlegen. Je
aufwendiger dies ist, desto weniger Ordnung hat das Bild.

e Die Komplexitat definieren wir als eine (verlustfreie)
Komprimierbarkeit.

@ Der Mangel an Komplexitat kann durch eine erhéhte Ordnung
ausgeglichen werden (und umgekehrt).

@ Ausblick...
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Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit!

Prof. Dr. Batu Giineysu Mathematik der Asthetik 30/30



